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Prof. Dr. Alfred Toth 

Homomorphe Abbildungen und modelltheoretische Abgeschlossenheit 

1. Homomorphe Abbildungen bei Peanozahlen 

Im folgenden sei als Beispiel ein in der qualitativen Mathematik übersehener 

Abschnitt aus Klaus (1975, S. 352) gegeben. 
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2. Die Abbildungen der Peanozahlen auf die polykontexturalen Zahlen 

Homorphe Abbildungen liegen auch bei den Schadach-Abbildungen vor. 

Seien A und B zwei nichtleere endliche Mengen 

A = (a1, a2, ..., an) 

B = (b1, b2, ..., bn). 

BA bezeichne die Menge aller Abbildungen μ von A auf B 

BA = (μ | μ: A → B). 

Dann ist die Kardinalität von BA  

card BA = (card B) card A = mn 

Bezeichne ∽ p die Proto-Äquivalenz. Die Proto-Äquivalenz zweier Abbildungen  

μ1 und μ2 von BA ist gegeben durch 

DEFINITION 1: μ1 ∽ p μ2 ⇔ card A/ker μ1 = card A/ker μ2. 

Wie man leicht sieht, ist die Proto-Äquivalenz reflexiv, symmetrisch und transi-

tiv. Damit wird BA in paarweise disjunkte nichtleere Teilmengen partitioniert, 

deren Anzahl 

card BA / ∽ p  = min(card A, card B) 

ist. 

Bezeichne ∽ d die Deutero-Äquivalenz. 

DEFINITION 2: μ1 ∽ d μ2 ⇔ A/ker μ1 ≡ A/ker μ2. 

Offensichtlich ist die Deutero-Äquivalenz ebenfalls reflexiv, symmetrisch und 

transitiv. Ihre Anzahl ist 

card BA / ∽ d  = ∑ 𝑃(𝑛, 𝑘),ெ
ୀଵ  

darin M = min(card A, card B), n = card A, und P(n, k) = Anzahl der Partitionen 

von n in k ganzzahlige Summanden ohne Berücksichtigung der Ordnung. 

Bezeichne ∽ t die Trito-Äquivalenz. 

DEFINITION 3: μ1 ∽ t μ2 ⇔ A/ker μ1 = A/ker μ2, 

d.h. (ai)ker μ1 = (ai)ker μ2 für alle ai ∈ A. 
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Auch die Trito-Äquivalenz ist also reflexiv, symmetrisch und transitiv. Somit 

wird BA in disjunkte Teilmengen partitioniert, deren Anzahl gegeben ist durch 

card BA / ∽ t  = ∑ 𝑆(𝑛, 𝑘),ெ
ୀଵ  

darin M = min(card A, card B), n = card A, und S(n, k) = Anzahl der Möglich-

keiten, eine Menge von n Elementen in k nichtleere Teilmengen zu partitionie-

ren. S(n, k) sind also die Stirling-Zahlen 2. Art. 

Informell ausgedrückt, werden also bei protoäquivalenten Zahlen nur die 

verschiedenen Symbole (Werte), bei deuteroäquivalenten Zahlen nur die 

verschiedenen und die gleichen Symbole (Werte), und bei tritoäquivalenten 

Zahlen die verschiedenen und die gleichen Symbole (Werte) sowie deren Ort 

berücksichtigt. Zur Illustration der durch die drei Definitionen erzeugten Scha-

dach-Abbildungen sei die folgende Tafel aus Schadach (1967, S. 10) gegeben. 

 

Wir bekommen damit für die ersten 4 Kontexturen 
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Proto-Semiotik   Deutero-Semiotik   Trito-Semiotik 

K = 1    0   0     0 

 

    00   00     00 

K  = 2    01   01     01 

 

    000   000     000 

    001   001     001 

    —   —     010 

    —   —     011 

K = 3    012   012     012 

 

    0000   0000     0000 

    0001   0001     0001 

    —   —     0010 

    —   0011     0011 

    0012   0012     0012 

    —   —     0100 

    —   —     0101 

    —   —     0102 

    —   —     0110 

    —   —     0111 

    —   —     0112 

    —   —     0120 

    —   —     0121 

    —   —     0122 

K = 4    0123   0123     0123 
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Von Foerster (1967) ging allerdings bei seiner mathematischen Erklärung von 

Günthers Kenogrammen nicht von der Topologie, sondern simpel vom Begriff 

der Funktion aus. Damit entging ihm natürlich der Zusammenhang zwischen 

Homorphie und modelltheoretischer Abgeschlossenheit. Dabei spielt letztere ja 

gerade für die Einzelkontexturen der drei polykontexturalen Zahlen die Haupt-

rolle, denn die Anzahl mehrdeutiger polykontexturaler Zahlen pro Kontextur 

ist ja präzise festgelegt. Einfach ausgedrückt, entspricht sie bei den Protozahlen 

der Kontexturlänge, bei den Deuterozahlen den Partitionen und bei den Trito-

zahlen den Stirlingzahlen 2. Art. 
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